Satz 3.5. Sei G eine abzéhlbare Gruppe. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) G enthélt eine Fglner-Folge.

(2) Es existiert ein endlich-additives links-invariantes Ma8§ p auf G,
d.h. es gibt eine Funktion p : P(G) — [0, 1], s.d. Folgendes gilt:

(i) 4(G) =1
(i) VA, BC G: u(AUB) = pu(A) + u(B)
(ili) VAC G Vg e G: u(gA) = pn(A)

Beweis. Wir zeigen (1) = (2). Fir jede endliche Teilmenge A C G und jedes € > 0

definieren wir
M. :={pec[0,1]7@ |VBCGVAec A: |u(B)— u(aB)| <e, ueProb(G)},

wobei

Prob(G) = {p € [0,1]7) | y erfiillt (i) und (ii)}.

Idee: Wir beweisen, dass p im Schnitt aller M4 . mit endlichem A C G und € > 0 liegt.

Dann wiirde |u(B) — p(aB)| = 0 fiir alle a € G gelten, somit wére p links-invariant.

Wir zeigen zunéchst die Abgeschlossenheit von My .. Es reicht, zu zeigen, dass das Kom-

plement
M5 . ={nelo, 1P 13BC GIae A: |u(B) — u(aB)| > ¢ oder p ¢ Prob(G)}

von Ma . in [0, 1]7(©) offen ist. Wir kénnen dieses Komplement schreiben als M5, =PuUQ
mit

P:={nel0,1]P@ |3BCGIacA: |uB)—puaB)| > ¢}

und
Q= {n € [0,1]79 | 1 ¢ Prob(G)}

P ist offen, da {(z,y) € [0,1]? | |z — y| > ¢} offen in [0, 1] ist.

Q lasst sich schreiben als @1 U Q2 mit

Qui= {1 e Q| uG)# 1} und Q= {1 €Q | 34, BC G p(AUB) £ u(4) + u(B)},
Q1 ist offen, da [0,1) offen in [0,1]. Q3 ist offen, da {(z,y,2) € [0,1]3 | x + y # 2} offen in
[0, 1]3 ist.

Somit ist M7 _ als Vereinigung offener Mengen offen und folglich My . abgeschlossen.



Nun zeigen wir, dass M4 . nicht leer ist. Wegen |A| < oo und € > 0 existiert F' C G mit

FA"}TF < e. Wir definieren p durch pu(B) := lB‘gf‘ fir B C G. Es gilt
|IBNF| |aBNF] |IBNF|—|aBNF|
uB) - ntam) = |- -
|| |F| £
IBNF|— |Bﬂa_1F|’ B '\O! — |D\‘ < 101 +1D]
|| Fl 1T R

mit C:=BNFund D:= BNa 'F. Wegen C C F\a 'F und D C o 'F\F gilt

CI+ID| _ |F\a 'F|+|a"'F\F| |FAa™'F| FAa™'F

<E.
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Also ist p links-invariant und es gilt © € M.



